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ABSTRAK

Kertas kerja ini memfokuskan penghampiran nombor tak rasional NE) kepada nombor rasional.
Kaedah Median Hurwitz’ digunakan bagi memperolehi hampiran rasional yang terbaik. Perbandingan

darjah ketakrasionalan /3 dengan nombor tak rasional 7 dan /2 turut dibincangkan.

PENGENALAN

Terdapat pelbagai kaedah yang telah dijalankan untuk memperolehi hampiran nombor-nombor tak
nsional. Penghampiran nombor tak rasional kepada nombor rasional biasanya menggunakan kaedah

pecahan berulang yang diberikan sebagai a, + T atau diringkaskan

stbagai [ao;al,az,a3,K ,an,K].

Kembangan pecahan berulang bagi 7 ditemui oleh John Wallis pada tahun 1685 yang diberikan
sebagai
[3:7,15, 1, 292, 1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,2, ... ]. Oleh itu, enam hampiran rasional yang

3 22 333 355 103993 104384

prama bagi 7 ialah >,~2 3> 333 103993 .
BT R 1067 1137 33102 33215

bagi logaritma asli e iaitu [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,...], pertama kali diperolehi oleh Roger Cotes
pada tahun 1714 .

Manakala kembangan pecahan berulang

Barrow (2000), menggunakan kaedah ‘chaotic’ untuk mendapatkan penghampiran bagi nombor tak
nsional. Beliau membentuk persamaan u =k, +x, dengan u  ialah nombor tak rasional asal, k;

alah bahagian integer dan x; merupakan bahagian pecahannya. Nilai k = [u] s o =[L} dan
Xy

serusnya k, =[ . J Selanjutnya, beliau menyusun nilai-nilai &, dalam bentuk kembangan

xn—l
gcahan berulang. Walaubagaimanapun, kaedah ini hanya boleh diaplikasi bagi x, antara 0 dan 1
sahaja.

Tall dan Mills juga menggunakan kaedah pecahan berulang yang hampir sama dengan kaedah ‘chaotic’
jang digunakan oleh Barrow (2000). Mereka menghasilkan algoritma dalam fungsi BBC BASIC yang

memberi jujukan hampiran rasional bagi x sebagai n,n +i, n + : ,K dengan
2 n, + -

s 1y +

1
n, +—
n,

r=n+d;, rn=x, d, =r, —n, dan nkz[r].
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Butcher menggunakan siri Farey bagi mendapatkan hampiran rasional bagi 7 . Beliau menghampirkan

nilai x=7-3 dengan syarat batas atas x—% <51(7 bagi xe[O,l] serta n dan d merupakan

pembilang dan penyebut masing-masing.

Rowland (1999) pula menggunakan kaedah median untuk mendapatkan penghampiran nombor tak

rasional bagi 7z dan V2 . Kaedah ini menggunakan batas bawah (L,,Lz) dan batas atas (U,,Uz)

dengan nilai awal batas bawah merupakan nilai integer bagi x dan batas atas merupakan nilai integer
bagi x+1 untuk suatu nombor tak rasional x. Median (M,, M, ) bagi batas bawah dan batas atas dikira
sebgal i U

M, L,+U,
median kurang daripada x, maka median dipilih sebagai batas bawah baru. Manakala jika median lebih
daripada x, maka median akan dipilih sebagai batas atas baru. Setiap nilai median yang diperolehi
merupakan hampiran bagi x.

. Darjah median ditentukan samada median kurang atau lebih daripada x. Jika

Bagi nombor tak rasional +2 , Rowland (1999) mendapati bahawa nilai mediannya tidak pernah
menumpu kepada suatu nombor rasional (kiraan beliau hingga median ke 29 sahaja) . Namun begitu,

menurutnya semakin banyak median yang dikira, nilai median akan semakin menghampiri J2.

Bagi 7 pula, Rowland mendapat keputusan yang agak berbeza yang mana median menumpu kepada

<. 3 220 333 355 103993
nilai —,—,——,——dan .
17 106 113 33102

Milinovich (2004), menggunakan Teorem Liouville untuk mengkaji hampiran rasional bagi nombor-
nombor tak rasional. Berdasarkan kajiannya, diperolehi bahawa jika suatu nombor tak rasional boleh
dihampirkan dengan baik dan penyebutnya adalah kecil, maka nombor tak rasional tersebut bersifat
transedensal.

Phillips (2000) telah menggunakan Teorem Hurwitz’ untuk mendapatkan perbandingan
ketakrasionalan di antara 7 dan +/2 . Beliau mendapati bahawa bagi penyebut kurang daripada 10,
—272 merupakan hampiran terbaik bagi 7 dengan ralat 0.00126 dan bagi penyebut kurang daripada 200,

355
mmerupakan hampiran terbaik 7 dengan ralat 0.000000266. Manakala bagi penyebut kurang

daripada 10, % merupakan hampiran terbaik bagi V2 dengan ralat 0.0142 dan bagi penyebut kurang

daripada 200, % merupakan hampiran terbaik bagi J2 dengan ralat 0.0000124.

Berdasarkan Teorem Hurwitz’ yang menyatakan bahawa setiap nombor tak rasional mempunyai

ketakterhinggaan hampiran 0 -: dengan ralat kurang daripada — Phillips (2000) mendapati bahawa
q

J5q*’

V2 adalah lebih tak rasional daripada 7 .

Selain daripada itu, terdapat juga maklumat dari internet yang kurang jelas tentang kaedah
penghampiran nilai 7 yang menggunakan konsep pengoptimuman. Kaedah tersebut menggunakan

pendekatan untuk meminimakan nilai U dengan U(xl,xz)= serta x, dan x, merupakan

X
e
X2

integer yang terletak antara 0 dan 1023,
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Walaubagaimanapun, kertas kerja ini tidak akan memfokuskan tentang hampiran bagi 7 atau V2
tetapi pemfokusannya adalah kepada penghampiran 3.
PROSEDUR KAEDAH

Penghampiran nombor tak rasional 3 kepada nombor rasional ialah dengan menggunakan kaedah
Median Hurwitz’ iaitu gabungan kaedah median (Rowland, 1999) dan Teorem Hurwitz’. Jadual 1

menunjukkan keputusan hampiran bagi «/5 :

Jadual 1: Hampiran rasional bagi V3 melalui Kaedah Median Hurwitz’

M= __1__ E
Bil L, L, U, U, M, M, E =Ralat ‘/g(Mz )2 M
1 1 1 2 1 3 2 0.23205 0.111803 2.07553
2 3 2 2 1 5 3 0.06538 0.04969 1.31583
3 5 3 2 1 7 4| 0.017949 0.027951 0.64217
4 5 3 7 4 12 7 0.01777 0.009127 1.94647
5 12 7 7 4 19 11 0.00478 0.003696 1.29278
6 19 11 7 4 26 15| 0.001283 0.001988 0.645258
7 19 11 26 15 45 26 0.00128 0.000662 1.93721
8 45 26 26 15 71 41 0.00034 0.000266 1.29112
9 71 41 26 15 97 56 9.2E-05 0.000143 0.645477
10 71 41 97 56 168 97 9.2E-05 4.75E-05 1.93655
11 168 97 97 56 265 153 2.5E-05 1.91E-05 1.29103
12 265 | 153 97 56 362 209 | 6.61E-06 1.02E-05 0.645454
13 265 | 153 362 209 627 362 6.6E-06 3.41E-06 1.93662
14 627 | 362 362 209 989 571 1.8E-06 1.37E-06 1.29131
15 989 | 571 362 209 | 1351 780 | 4.74E-07 7.35E-07 0.644911
16 989 | 571 1351 780 | 2340 | 1351 4.7E-07 2.45E-07 1.93825
17 | 2340 | 1351 1351 780 | 3691 | 2131 1.3E-07 9.85E-08 1.29537
18| 3691 | 2131 1351 780 | 5042 | 2911 3.36E-08 5.28E-08 0.637328
19| 3691 | 2131 5042 2911 | 8733 | 5042 3.4E-08 1.76E-08 1.961
20 | 8733 | 5042 5042 2911 | 13775 | 7953 9.6E-09 7.07E-09 1.35197
21 | 13775 | 7953 5042 2911 | 18817 | 10864 | 2.01E-09 3.79E-09 0.531717
22| 13775 | 7953 | 18817 10864 | 32592 | 18817 2.9E-09 1.26E-09 2.27783
PERBINCANGAN

Berdasarkan Jadual 1, didapati bahawa nilai median menumpu kepada batas atas Hurwitz’ pada median
1¢3,6,9,12,15, 18 dan 21. Adalah dijangkakan bahawa nilai median ini akan menumpu kepada batas
s Hurwitz’ pada median ke 24, 27 dan seterusnya pada setiap median yang ke-3n dengan n adalah
ifeger.

Berdasarkan Jadual 1 juga, didapati bahawa %mempunyai panjang larian sebanyak 3 sebagai batas

26 97

157 56
18817 . . P : ;
——pula, adalah dijangkakan ia juga mempunyai panjang larian 3 sebagai batas atas. Namun oleh

10864
leana dalam kajian ini median hanya dikira hingga ke-22 sahaja, maka didapati dalam Jadual 1,

362 1351 5042

209° 780 an 2511 juga mempunyai panjang larian 3 sebagai batas atas. Bagi

]
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18817

10864
lebih menunjukkan hampiran yang lebih baik. Maka berdasarkan panjang larian, kesemua hampiran
adalah hampir sama baik.

mempunyai panjang larian 1 sahaja. Berdasarkan kepada Rowland (1999), panjang larian yang

Jadual 2: Hampiran rasional bagi V3 yang memenuhi Teorem Hurwitz’

M, o1 E
M 2 \/g(M 3 )2 M
Median ke- E = Ralat
3 7 0.017949 0.02791 0.64217
4
6 26 0.001283 0.001988 0.645258
15
9 97 0.000092 0.000143 0.645477
56
12 362 0.00000661 0.0000102 0.645454
209
15 1351 0.000000474 0.000000735 0.644911
780
18 5042 0.0000000336 | 0.0000000528 0.637328
2911
21 18817 0.0000000020 | 0.00000000379 0.531717
10864

Berdasarkan Jadual 2, nilai batasan atas Hurwitz’ f{— meningkat dari median ke-3 hingga median ke-9.
Manakala dari median ke-9 hingga ke 21, nilai %menurun. Juga didapati pada median ke-21 nilai
% adalah yang paling minima berbanding % pada median-median yang lain. Oleh itu, median ke-21

mungkin sesuai dipilih sebagai hampiran terbaik bagi V3. Namun begitu, median ke-21 ini iaitu
18817
10864
terbaik dipilih mengikut kategori penyebutnya. Bagi penyebut yang kurang daripada 10, hampiran

terbaik bagi V3 ialah % dengan ralatnya 0.017949. Manakala bagi penyebut yang kurang daripada

mempunyai penyebut yang sangat besar. Justeru itu, untuk memudahkan pengiraan hampiran

200, median ke-9 iaitu g% merupakan hampiran terbaik bagi NE) dengan ralatnya 0.000092. Median
ke-9 ini, betul kepada 3 tempat perpuluhan .

PERBANDINGAN +/3 DENGAN 7 DAN 2

Berdasarkan Jadual 3, didapati bahawa nilai minima —AE7 adalah bagi 7, diikuti oleh V3 dan

seterusnya V2 . Tiada hampiran bagi 3 yang mempunyai Xg— seminima 0.13 apatah lagi 0.0007. Ini

menunjukkan bahawa, V3 adalah lebih tak rasional jika dibandingkan dengan 7z . Di samping itu,
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tiada hampiran bagi NG yang mempunyai I/IE; semaksima 0.7906. Ini menunjukkan bahawa V2 adalah

lebih tak rasional daripada V3.

Jadual 3: E/M bagi hampiran V3 , v/2 dan 7 untuk penyebut kurang daripada 10 dan 200

Nombor tak P 1 E
rasional & M = 2 v
q J5q M
E = Ralat
7 0.017949 0.02791 0.64217
4
3 97 0.000092 0.000143 0.645477
56
7 0.0142 0.0179 0.7945
5
2 239 0.0000124 0.0000156 0.7906
169
22 0.00126449 0.009127 0.1385
7
2L 355 0.000000266 0.0000350 0.0007
113

Bagi penyebut yang kurang daripada 10, V3 adalah 4.6 kali lebih tak rasional daripada 7 dan V2
adalah 1.24 kali lebih tak rasional daripada ﬁ . Manakala bagi penyebut yang kurang daripada 200,
V3 adalah 922 kali lebih tak rasional daripada 7 dan v2 adalah 1.22 kali lebih tak rasional daripada
V3. Ini menunjukkan bahawa V3 adalah jauh lebih tak rasional daripada 7 tetapi tidak ketara kurang
ketakrasionalannya daripada 2.

GRAF HAMPIRAN RASIONAL SQRT(3) DAN EM

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

Median ke- ——EM
—a— M1/M2
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KESIMPULAN

Melalui kaedah Median Hurwitz’ didapati bahawa nilai hampiran rasional terbaik bagi NG dengan
penyebut kurang daripada 10 ialah % . Manakala, hampiran rasional terbaik bagi \/?: dengan penyebut

kurang daripada 200 ialah % Perbandingan darjah ketakrasionalan di antara NE] dengan 7

menunjukkan bahawa V3 adalah jauh lebih tak rasional daripada 7 dan J3 pula adalah kurang tak
rasional daripada V2 . Namun begitu, perbezaan ketakrasionalan antara V3 dan 2 adalah agak
kurang ketara. Susunan ketakrasionalan bagi 7, J3 dan V2 seperti di Rajah 2.

7 V3 V2

»

Darjah ketakrasionalan semakin bertambah

Rajah 2: Darjah ketakrasionalan bagi v/3 , v/2 dan 7
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